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Oggetto della Memoria 


Tra i problfiiiì che si rapportano alla partizione elei numeri uno dei 
più importanti si è quello di determinare in quante maniere un numero 
intero e positivo n si può comporre per mezzo di dati elementi », , 3 ,..., X, 
numeri anch'essi interi e positivi, ed ognun de' quali può essere ripetuto 
più volle. Egli è chiaro che quel numero di maniere è lo stesso che il 
numero delle soluzioni della equazione indeterminata: 

in numeri interi e positivi , incluso il zero. Noi dinoteremo questo nu- 
mero con P,; ma se occorra di tenere in vista gli elementi della parti- 
zione , scriveremo P_(», /3, . . . , X). 

Si sa che il valore di P, coincide col coefficiente di x’ nello sviluppo 
ascendente della Tunzione: 

1 

(1— a: ) ’ 

c quindi il problema si riduce a trovare una espressione analitica pel 
detto coefficiente che si presti con facillò al calcolo numerico, poiché 
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trattasi di una quistionc, cui si ricliiamano importanti applicazioni. Ora 
è questa la quistione che formerà il soggetto delle presenti ricerche, e 
ne faremo conoscere due soluzioni; l’una che ci appartiene, e l'altra 
dovuta all’illustre Sylvestor, annunciata dai nredesinio senza dimostra- 
zione nel voi. 1“ del Qiiorlely Journal a pag. idi, c riprodotta nel voi. 8° 
degli Annali di Scienze Fisiche c Matematiche del Tortolini a pag. 12. 
Questa bella soluzione venne elegantemente dimostrata prima dal chia- 
rissimo Professore Brioschi , e poscia dal Professore Batlaglini ; ma qui 
vedremo risultarla da un teorema generale sullo sviluppo delle funzioni 
fratlc razionali da noi dato in una nota che sarà pubblicata nel Bendi- 
eonto di questa Accademia. Però la soluzione del Sylvester meritava al- 
cuni essenziali complementi, che noi ci siamo studiati di raggiungere; 
ed oltre a ciò era necessario di ovviare ad una diUicoltà materiale, la 
quale distruggeva tutto il pregio della soluzione. Essa in fatti obbliga 
quasi ad ogni passo a cercare le funzioni intere equivalenti a date fun- 
zioni fratte di radici di equazioni algebriche; c se queste trasformazioni 
avessero dovuto ripetersi da metodi generali , avremmo preferito di ab- 
bandonare il pensiero della ricerca. Ma fortunatamente esiste un prin- 
cipio che tronca di un tratto tutta la diflkoltà, ed a tal punto da potersi 
ottenere all'istante e senza calcolo di sorta le trasformate intere delle 
funzioni fratto che avremo a considerare. Questi perfezionamenti ridu- 
cono la soluzione del Sylvester a quel grado maggiore di semplicità, che 
era lecito di sperare, e la rendono attuabile in pratica anche ne' casi più 
complessi. 

Intanto siccome queste ed altre nostre ricerche sono fondate sopra 
diu'rse proprietà delle equazioni binomio , conosciute in parte, ma poco 
comuni, e nuove in parte, per comodo de’ giovani studiosi ci siamo av- 
visati di riassumerle in apposita memoria, intitolata: Ricerche sulle equa- 
zioni binomie, ed alla quale bisogna richiamarsi nel presente rincontro. 
Tuttavolta, per non obbligare lettori più provetti di ricorrere a quella 
fonte, ci è sembralo opportuno di prcmcllerc una breve digressione in- 
torno a quelle equazioni , per ricordarvi rapidamente le proprietà che 
hanno più immediata relazione con l'argomento attuale, tralasciandone 
le diinosirazioni. 
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ABT. 1. 

Digressione sulle equazioni binomie 

§ l* 

é ^ 

Alcune proprietà delle radici primitive. 

I. Le radici primitive delle equazioni binomie, eccetto pel l*c3'’grado, 
sono immaginarie ed in numero pari. L’equazione di 1° grado, 1 — a;=0, 
lia primitiva l’unica sua radice +1; c quella di 2" grado, 1 — ar*=0, 
ha tale la radice — l. 

II. In generale l’equazione 1 — «"=0 ha tante radici primitive quanti 
sono i numeri inferiori ad n e primi con n. 

Quindi se il numero n si risolva ne'suoi fattori primi, c si supponga: 


dove n,, n,,...,n, sono numeri primi disuguali, chiamando n„ il nu- 
mero delle dette radici primitive , si avrà : 


( 1 ) 

ma, posto: 


n,n,...n. 








avremo più semplicemente 


n, = y(n,— l)(n.— 1) . 


IH. Una potenza di qualsivoglia radice doH’cquazione 1 — a:'’=0 non 
cambia di valore, se al suo esponente si aggiunga o tolga un multiplo 
qualunque di n. Ma , oltre a ciò, se n è pari, c primitiva la radice, quel- 
l'esponente potrà accrescersi o diminuirsi di o di un multiplo di or- 
dine dispari di purché si cangi il segno alla nuova potenza. 

Cosi, so s’indica con p una radice qualunque della delta equazione, si 

t 
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avrà p"=rp”''", dove i figura un numero intero, positivo o negativo. Ma, 
se 11 è pari e primitiva la radico, sarà pure p"= — p“ "** . 

IV. Se p è una radice primitiva deH'cquationc 1 — ai"=0 sussisterà 
la seguente rimarchevole relazione: 


(1 ; 

V. E nella stessa ipotesi si avrà quest' altra non meno osservabile re- 
lazione: 

JL =— i r . . . 4-(n-l).=— >*1 . 

1 — p n L J 


dove X dinota un numero qualunque intero c positivo, che si può sem- 
pre supporre minore di n , essendo lecito di sopprimere dagli esponenti 
delle potenze di p i multipli di n. 

VI. L’ultima formola si può rendere più semplice quando n è numero 
pari; ma perciò bisogna distinguere due casi, secondochò xè impari o 
pari. Se X ò impari si ha: 



[l+P* 


’+’p -i-p ■+■ ... -^p 


( 1-0 


1 


E se a è pari sarà: 




Per esempio, supponendo che p aàa radice primitiva dell’equazione 
I — p"'=0, si avrebbe 

(5 +7f’-h 9o*+ Hp'-i- 13/>" ) 
etc; etc: eie: 
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§ 2 “ 

Fallorì irridnlliltili 


I. Il binomio I — x' ammelto in ogni caso un divisore commetisurabile, 
il quale eguaglialaa zero ha per radici le sole radici primitive dell' equa- 
zione 1 — x’z=0. Questo special divisore del binomio, che suol chiamarsi 
faUore irridutlibile , perchè non è più oltre risolubile in rattorì commen- 
surabili, è dunque una funziono intera e razionale di x, avente inoltre 
coefficienti interi; ed il suo grado coinciderà col numero delle radici pri- 
mitive dell'equazione 1 — a:"=0, vale a dire col numero n, definito più 
sopra dalla formola (1). In ciò che seguo rappresenteremo il fattore irri- 
duttibilc del binomio 1 — x' col simbolo X,, c lo supporremo ordinato per 
le potenze ascendenti di a;. Se n>2, questo fattore X^ sarò sempre di 
grado pari e di forma reciproca, ed avrò per termini estremi I ed x"’. 
Per n=l si ha X,= l — a:; c per n=2, sarà X,— l-+-x. 

II. Per trovare in generalo l'espressione di X^, qualunque sia n, si ha 
la regola seguente dovuta a Cauchy: 

o Si sviluppi l'espressione di n, data dalla [!}, e si avrò una serie di 
« numeri interi in numero pari, metà positivi, metà negativi. Indicando 
« i primi con n, p, q,... (o tra essi è il numero n=v , ed i sc- 

« condi con — A, — -A l' espressione di X, sarà definita dalla 

I formola: 

(l-x- )(l-xr)(l-x’).... 


la quale va sempre ridotta a funzione intera con coofficienti interi. 

Cosi si trova per esempio : 

X, =1— x-i-x* 

X„ =1— x-t-x*— x'-<-x* 

X„=l— x-t-x*— x'-fx* — x'-(-x‘ 

X,,=l— x+x'— x*-(-x‘ — x’-f-x‘ 

X„ = l— x-hx’ — x‘-l-x‘— x'h-x*— x"-i-x'* 

X„ =1 — x+x' — x’-t- x* — x* 4 -x* — x’ -t-x" — x'+x" 

X„=t— x-(-x*— x’-t-x‘— x’-l-x'— x’ -i-x' — x*-)-x'‘— x"h-x“ 
X„=l-f-x— x’— x‘— x'-t-x'-f-x’ 


eie: 


etc: etc; 
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III. Ma a questa regola aggiungeremo l’iinporlantc osservazione che 
il fattore irridutlibilc di un binomio, il cui grado n è un numero della 
forma n=n,'n,*.. .n/, può dedursi immediatamente da quello del bi- 
nomio di grado n'=n,n^. . Posto P espressione di si 

avrà da quella di X,- , mutandovi la x in af. 

Sia per esempio n=360=2’.3‘.5; sarà n'=2.3.5=30; v=12; 
quindi per ottenere l’espressione di X.„ basterà cangiare la x in .r" in 
quella di X„; e si ha per tal guisa: 

X„.=l+se”-a*‘— . 

Nella stessa maniera si troverebbe: 


Per n = 12=2’,3 
» (1 = 18=2.3’ 
. n = 20=2’.5 
- n=2-4=2’.3 
n = 28=2'.7 
» (»=3B=2'.3’ 


X„=l— x'-(-x‘ 

X..=l-x‘-l-x’ 

X,,=l— x’+x*t-x‘-T-x* 
X„=l-x*+x' . 

X..=l -x’-(-x‘-x’-Hx’-x"-Hx" 
X„=t-xVx" 


etc: 


etc: 


etc: 


etc: 


IV. È utile di tener presente che, se n è numero primo, si ha imme- 
diatamente : 

1— x' 

X. = -i =1 -(-x-(-x’-(-.---(-x'“ . 

' 1 — X 


E se « è potenza di un numero primo p, si avrà: 


X. = ’5— ^ = 1 -l-a^-*-x’^-(-...-l-i''— ' 

1— x' . 

di modo che per le potenze di 2, 3, etc: si avrebbe : 

X,=l-(-.x’, X,=l-)-x‘, eie: eie: X,=l-t-i’+x‘. X„=l+x’-t-x” , eie: eie: 

V. Il binomio 1 — x" può essere trasformalo nel prodotto dei fattori 
irriduttibili de’ binomi! i di cui gradi sono lutl’i divisori del numero n , 
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coniprefa tra i divisori l’unitii e lo stesso numero n. Vaio a dire, indi- 
cando i divisori di n con m, m', m", .... , si avrà : 

0 più concisamente: 

l-ar = lI.X, , 

intendendo esteso il segno di prodotto FI a tutt’i divisori m del numero n. 
•Per esempio, siccome i divisori di 12 sono; 1, 2, 3, 4, 0, 12, sarà: 

l-a:”=X.X.X.X.X.X.. : 

ossia; 

1— a:)(l-)-i)(l-+a:+a:')(l-!-a:')(l— x+x*)(l— . 

VI. Un prodotto di più binomii è suscettibile di analoga trasfomazio- 
nc. Sia 

f(z)=[i~x‘)(i-x*)...{i-x), 

applicando il teorema precedente a ciascun binomio, la funzione/[x) verrà 
risoluta in un certo numero di Fattori irriduttibili , tra cui possono esscr- 
vcne degli eguali. Dinotiamo con tutt’i divisori tra loro disu- 

guali degli esponenti a,b,...,l, c supponiamo clic m divida n esponenti; 
che m' ne divida n' -, che m' ne divida eie. etc. È chiaro clic in tal 
modo la Funzione f{x) si trasForma in 

H là.' fà* 

nx)=x,x,.x,.... 
ovvero sotto Forma compendiata ; 

F(x)=n.x'‘ , 

purché s'intenda il prodotto di tutte le espressioni somiglianti ad X^, 
le quali si ottengono prendendo por m tutt' i divisori disuguali degli 
esponenti a, mentre il valore di /u corrispondente ad ogni valore 

di m, sarà eguale al numero degli esponenti divisibili per questo valore 
di m. Supposto per esempio; 

Ax) = (l-x*)(l-x’)(l-x')(l-x')(l-x’) . 

1 divisori disuguali de' cinque esponenti saranno 1 , 2, 3, 4, 8, 9; ma il 
primo, 1 ,.li divide tutti; il secondo, 2, ne divide tre; il terzo, 3, ne di- 
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vide due; il quarto, 4, ne divido anclie due; e ciascuno de’ rimanenti 8 
e 0 divide un solo esponente; dunque si ottiene; 

/■(X)=x;xjx;xjx,x, ; 

vale a dire 

È importante ad osservarsi che i fattori di f{x], compresi nel prodotto 
Il.X. , sono necessariamente primi tra loro. 

§a« 

Somme delle jtolenze timili delle radici primilire 

Inilicliercmu con S, la somma delle potenze di grado ;i delle radici pri- 
mitive dell'equazione binomia 1 — .t"=0; o qui ci proponiamo di esporre 
le regole per calcolare i valori di questa funzione, la quale è dotata di 
rimarchevoli proprietà. > 

1. Non cambia il valore di S,, mutando il segno all’Indice talché si 
ha in ogni caso S^,=S_,. cambia, se l'indice si accresca o diminuisca 
di un multiplo qualunque di n ; c però, dinotato con i un numero intero, 
positivo 0 negativo, si avrà sempre S,,— S, K, se n é pari, cambierà di 
segno, ma non di valore, aggiugnendo o togliendo all'Indice il numero 

di guisa che sarà S= — S,,» . 

11 . La somma è una funzione periodica, ed il periodo è misurato da n. 

Segue da questa proprietà che basta conoscere il periodo So,S,,S,,..,S,., ^ 

perché la funzione rimanga determinata in tutto il suo corso; ma la for- 
mazione di questo periodo pud es.sere agevolata dalle due seguenti os- 
servazioni: 1°; se n é pari, le due metà del periodo saranno costituite di 
termini ordinatamente uguali.c di segni contrari!; ma oltre a ciò, se dalla 
prima metà si escluda il primo termine S„, nella serie de’ termini re- 
stanti S„S,,...,S,_, accadcchcduc termini qualunque equidistanti dagli 
estremi saranno tra loro uguali e di segni contrarii; 2°, se nè dispari, fatta 
astrazione dal primo termine del periodo, S„,si ha la serie S,,S,,...,S„_, , 
in cui due termini qualunque equidistanti dagli estremi sono uguali tra 
loro. 

III. Supposto n—n, n, ...n. =yn,n,n,, i valori distinti e diversi da 
acro che prende la funzione saranno in numero di 2 . 
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IV. Se n è pari, i 2' valori distinti della funziooe saranno uguali a 
due a due, c di segni contrarii. 

V. Se p è nullo, o multiplo di n, si ha sempre indicando 

il numero delle radici primitive dell'equazione 1 — x"=Q. 

VI. Se n è pari, si ha S..= — n„. 

VII. Se n è numero primo la funzione S, non ha che due valori n — 1 
ed ^ ; vale a dire ; 

Se p è divisibile per n , S,=n — 1 
Ed in qualunque altro caso , S,= — 1 . 

E se n è potenza di un numero primo n,, anche due saranno i valori 
diversi da zero che può prendere quella funzione; cioè: 

Se p è divisibile per n , S =n — ~ 

' n, 

So p è divisibile per — , ma non per n , S.= — — 

n, ”, 

Ed in qualunque altro caso , S,=0 . 

Vili. Quando i fattori primi di n sono tra loro disuguali, vale a dire 
quando n=n, n,...n_, il valore di S, si determina con la regola seguente: 

« Si cerchi il massimo comune divisore dip ed n, che dinoteremo con 
« M(p,n), e si risolva in fallori primi, i quali non possono essere che 
« alcuni de’numcri n,, n,,...,n^. Ammettendo che questi fattori siano 
I in numero di X, e supponendo: 

M(p,n)=n.nt...n,, 

« il valore di S, sarò definito dalla formala : 

Sia per esempio da trovarsi il valore di S„ rispetto all' equazione 

1 ®”=0. Abbiamo in questo caso p =84=2*. 3.7; n=70=2. 5.7; 

quindi M(p,n)=M(84, 70)=2.7; X=2. Ma si ha r=3; dunque risulta 
S„=(-ir(2-l)(7-l)=-C. 

Sep è primo ad n, si ha M(p,n)=l , X=0; e la forinola si riduce ad 

Cosi nel caso che si considera il valore di S^ è sempre diverso da zero. 

» 
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Ora, essendo n=n, i valori possibili di -M(jj,n) saranno o 1 , o 

qualcuno de' numeri , ti, , o qualcuno de’ loro prodoUi a due a 
due, a tre a tre, ctc: etc: ed è chiaro che, in tutto, essi sono in numero 
di 2‘. .Ma ciascuno conduce ad un valore diverso per S,,; dunque anche in 
numera di 2' saranno i valori distinti di questa funzione, com'i giù detto 
nel n“ 111. Supposto per esempio che si tratti dell’equazione 1 — .c*=0, 
per cui n=C=2.3, i valori possibili di M(p,B) saranno 2’=i , cioè 
1 , 2, 3, 2.3j e perciò; 

SeM(p,n)=:l sarà S,= 1 

n M(p,n)=2 - S,=r_l 

" M(p,n)=3 " ^ 

» M(p,n)-=2.3 " S,= 2. 

Trovati questi valori si può subito formare il periodo il quale risulta 
come segue: 

S.— 2 S.= -2 

S.= 1 S.=-l 

S.=-1 S.= 1 . 

K con la stessa facillà si formerebbero questi altri periodi: 

_Pej^ 1 — a;’*=:0 Per 1— a;’‘=0 Perl— x’*= :0 

S.= 4 S,=-4 S.= e S, =— 6 S.= 8 - 

S.= 1 S.=-l S.= 1 S, =-l S.= 1 S. = 1 

S.=-l S,= 1 S.=— 1 S,.= 1 S.= 1 S. =— 2 

S,= 1 S,=— 1 S.= 1 S„=— 1 S,=— 2 S,.= -4 

S.=._4 S.= 1 S.= _l S,.= 1 S.= 1 S„= 1 

S,= 1 S..= -l S,=-4 S..= -2 

S.= -l S„= 1 S.=-2 S..= 1 

S.= 1 S..= 1 

IX. Quando tra i fattori primi di n ve ne sono degli eguali, vale a dire 
quando n — vn^n,...n^, dove v è diverso da 1 , e si ha in generale ; 

v = n/ 

la ricerca del valore di S, ai riduce immediatamente al caso precedente. 
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Posto h'=w, , dinoteremo con Sj la somma delle potenze di gra- 

do p delle radici primitive dell’equazione 1 — af ; ed allora il valore di 
S, si determina come segue: . 

Si divida il numero ji per y; se la divisione non si fa esattamente sarà 
ma se la divisione è esatta, e sìa q il quoziente, con la regola 
precedente si ccrclicrà il valore di Sj, c si avrà S,=S,,=vSi. 

Supponiamo per esempio die si tratti dì trovare i valori dì S, relativi 
all'equazione 1 — .r*"=0, per cui n=18=2.3"; n'=2.3; v=2.3. Dun- 
que, se p non è divisibile per 3, sarà S,=0; ma, sepè divisibile per 3, 
posto p=3'/, si cercherà il valore di Sj relativo all’equazione 

1— *" = 1— »''’=0 ; c si avrà S,=S.,=3SJ. 

Ora i valori possibili di M(j, n') = M(7 , 2,3) sono 1,2,3, 2.3; c perciò: 

se M(9,6) = 1 ,2,3, 2.3, 

sarà S) = l , — 1 , — 2. 2; 

e quindi S,, = 3 , — 3 , — G, 6 . 

Sia, per unz;aso particolare, 

p=G0=3.20; sarà j=20; iM(y,0) = .M(20,6)=2; c quindi S,.= — 3. 

Itisulta da quanto precede cho nel periodo S„,S,,S S sono nulli 

tult'i termini i di cui indici non sono divisibili per y; o saranno poi di- 
versi da zero tutt’i termini compresi nella serie S„, S,, S„, S, ; di 

modo che in luogo di quel periodo si può considerare il periodo più ri- 
stretto, di »' termini S,, S,, S,,,... , il quale si forma subito dal 

periodo S) , S) , S) , . . •, S'._,, moltiplicandone i termini per v. Cosi dal pe- 
riodo relativo all’ equazione 1 — .t“= 0 si passa immediatamente a quello 
relativo ad ogni altra equazione il di cui grado è un numero della forma 
2*. 3'*, moltiplicaudono i termini per 2'’ ’. 3“ Nella stessa maniera dal 
periodo che si rapporta all’equazione 1 — — x* '=0si passerebbe 
a quello per ogni altra equazione il cui grado è deUa forma 2‘. 5®; etc:etc: 

La risoluzione del problema che ci siamo proposti obbliga quasi ad 
ogni passo a cercare le funzioni intero equivalenti a dato funzioni fratte 
razionali di radici primitive di equazioni binomic; ma ognuna di esse 
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avrà per denominatore un prodotto di binoniii; condizione questa iutercs- 
santc, perchè consente la trasformazione indipendentemente da metodi 
generali, i quali a causa della complicazione de* calcoli diverrebbero ben 
presto impraticabili. Ora queste trasformate possono ottenersi all’ istante 
senza calcolo di sorta, col solo aiuto del teorema del n° IV, § 1". 

I. Dinotata con f una radice primitiva di 1 — 1"=0, cercheremo la 

trasformata intera di dove ?[p) e ^{p) rappresentano funzioni in- 
tere, la prima qualunque, ma l’altra della forma; 

gli esponenti interni ed esterni essendo interi e positivi. Osserviamo che 

per avere la trasformala intera di basterà trovare quella di , e 

'Hf) 

moltiplicarla per f(p); di modo che la quislione si riduce a trovare la 
funzione intera equivalente alla frazione; 

nella quale, inoltre, gli esponenti c,/3,...,X possono tutti ritenersi minori 
di n, essendo sempre lecito di sopprimerne i multipli di n. 

Ciò premesso, se questi esponenti a, fossero i numeri conse- 
cutivi 1 , 2, ...,n — 1 , e di più eguali tra loro gli esponenti a, si 

avrebbe immediatamente; 

ili 

+ W ~ (i-pr(‘-fT- • .(i-f-T “ ’ 

e la trasformata, in tal caso, sarebbe iodipendente da p. Ma il caso non 
è diverso se mancano quelle condizioni, essendo permesso d’introdurre 
ne’ due termini della frazione, come fattori comuni, tutti quei binomi! 
che occorrono perchè nel denominatore divenga completa la serie di bi- 
nomii 1 — p, 1 — p‘, ...,1 — p*"‘, ed uguali i loro esponenti. Cosi il deno- 
minatore si converto in una potenza di n, e la trasformazione senza più 
è compiuta. 

II. Secondo questo procedimento la trasformata intera si ha nella forma 
di un prodotto di binomii, che può svilupparsi io un polinomio, riduci- 
bile subito a grado interiore ad n, col sopprimere dagli esponenti di p 
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i muUipIi di n; e, se n è pari, si potrà anche ridurlo a grado inferiore 

ad diminuendo di questo numero i detti esponenti , salvo il cangia- 
2 


mento di segno ad ogni potenza cui tocca siffatta riduzione. Ma il grado 
della trasformata è ancora suscettibile di altroabbassamentoprovvenientc 
da ciò che p, radice primitiva di 1 — ^'=0, deve annullare il suo fat- 
tore irridiittibile X^; quindi, scrivendo X^(p) per indicare ciò che diviene 
questo fattore col porvi p in luogo di a:, si avrà l'equazione X^(p)=0, la 
quale permette di ridurre la trasformata a grado inferiore a quello di 
X^(p). In generale, per operare quest' ultima riduzione si potrà dividere 
la trasformata istessa per X_(p); ed il residuo esprimerà la funzione intera 


equivalente alla data fraziono 




ridotta a grado inferiore ad n„, rite- 


nuto, come per lo innanzi , che n„ indichi il numero delle radici primitive 
di 1 — a:”=0, ed in conseguenza anche il grado di X.(p). 

III. La funziono intera equivalente alla semplice frazione z — : ■ può 

* ^ 


ripetersi assai più opportunamente dal teorema del n° V, del § 1°, il quale 
dà immediatamente: 


3p’*-+- . . . -t- (n-1)/-’-] ; 


ed in tal guisa si ha il vantaggio di avere la trasformata nella forma di 
un polinomio, sul quale, ove piaccia, potranno operarsi le altre ridu- 
zioni descritte nel numero precedente. 


ESEHPII 


Introducendo ne’due termini della frazione i fattori 1 — p* ed 1 p*, il 

denominatore della nuova frazione diverrà eguale a 7; e quindi risulta; 

= P’— p'-*-p‘) • 


Questa trasformata si può ridurre a grado inferiore mediante l’equazione 
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X,fp)=l+x-(-a;*-(-x’-+-x*-)-a!'H-x*=Oj o perciò basta logliiToe la 
quantità nulla ^ X,(p); con che si ottiene: 


Oo 


1 1 


1— .”=0 . 


Iliminuendu <li 10 gli esponenti più grandi , si ha dapprima : 


1 _ 1 
■r (?) ~ (1-p) (!-?■) (l-p‘) (1-?') (!-?•) (1 -?’) (!-?•) (1 -?*) ’ 


e quindi, per la introduzione del fattore 1 — p‘, verrà: 




nè qui evvi a praticare altra riduzione perchè X,„'p) = l— p'-i-p* — p*-(-p‘i 
ed il grado della trasformata è già minore di 4. 

1 i 

r.oniineiando dal sopprimere negli esponenti di p i multipli di 5, si ha : 
ì 1 11 

f(pr(l-?)(l-?V\‘-?')'(l-p‘)~5(l-.V(l-?') ■ 

Introducendo ora i fattori 1 — p ed 1 — p‘, si ottiene 

1 L (»-?)ji-?‘) . 

+ (p) 5- 1-p* ’ 

ed a questo punto osserven-mo che può evitarsi la introduzione di novelli 
fattori, perchè il numeratore è divisibile pel denominatore; sicché risulta: 

^) = -Jt(1-?H1-?’)= '^tH-P+P*-?’) . 


nè vi ha più luogo ad ulteriori riduzioni. 
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i" Per ultimo esempio cercheremo le trasformato intere delle duo se- 
guenti funzioni fratte : 


4 .' 


-h-^- 

1-P* 

i-p’ 

l-p‘ 

49o* 

(Vip- 

. 16p’ 

(i^‘ 

(1-pT 

(1-pY 


che più tardi incontreremo in una delle applicazioni , supponendo che /> 
sia radice primitiva di 1— p’=0. Pel n° 111 si ha dapprima : 

=_i(f +2»V3j.’ V ) 

l~. = -|(^‘+V+3p- +4f-) 

Ridiicendo ora gli esponenti con toglierne i multipli di 5, elevando inol- 
tre a quadrato, c continuando a ridurre gli esponenti, si ottiene; 

^ P -l-i2p*-P-3p’-t- f‘ ) , =l(^4-l-5p-|-5p*-|-4p’-t-2p‘) 

^--^ = -l(4?+3pV2p*+.‘) . ^.-^ = i(4^-2p^-4p•^-5p■-^-5p‘) 

= — 5(3p-l-p‘+4p’-»-2p‘) . ( I = »-*P+5p‘-P-2p’4-5p‘) 

iZip = — g(2p+4p*-t- p’ -»-3p‘) , — g(4+5p-|-2p‘-i-5p’-4-4p*) ; 

e quindi, sostituendo o riducendo sempre gli esponenti, verrà: 

^(p) = _i(80+34p-h33p*-f-27p*-4-26p*) ; 

f,{f)= l(260+633p+537pV537p’-t-633p‘) . 

Ma tenendo conto della relazione l-)-p-t-j)*-|-p’-t-fi‘=0, si avrà infine: 

/■(p)=-|(54+8p+7p‘-t-p’), AW=-|(373-l-9ep*-*-0Op*) . 
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ART. II. 

Risolusione del problema 


1° La risoluzione della quisliono proposta si può comprendere nel se- 
guente teorema ; 

Ilapprcscnti il numero delle maniere in cui un dato numero n, in- 
tero c positivo, si può comporre per mezzo di dati clementi », /3,...X, 
numeri anch’cssi interi e positivi. Il valore di P, potrò riguardarsi come 
formato da tanto parti distinte quanti sono i divisori disuguali de’ dati 
elementi, includendo tra i divisori l'unità e ciascuno elemento; ed ogni 
divisore darà origine ad una di quelle parti o componenti di P,. Posto ciò, 
se si rappresenta con W.iia componente dovuta ad un divisore qualun- 
que m de' dati elementi , con p una radice primitiva dell’ equazione 

1 — a:"'=0, e con F(p) il coefficiente di — nello sviluppo in potenze a- 
scendcnfi di t dell’ una o dell'altra funzione: 


( 1 ) 

( 2 ) 


P e 

— Cs-M)"'"'’ 


il valore di \V. sarà definito dalla formala ; 

W.= 2F(p) , 

estendendo il 2 alle radici primitive dell'equazione 1— x"=0; e sarà poi 


P.=2W., 

dove il 2 ai rapporta a tutti i divisori m, tra loro disuguali, degli ele- 
menti dati «, |3,...,X. 

Sotto quest’unico enunciato abbiamo compreso due soluzioni ben di- 
verse, dipendenti l'una da una funzione trascendente, l’altra da unafun- 
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zione algebrica. Di queste due soluzioni la prima è, nella sostanza, 
quella del Sylvester, quantunque esposta sotto una forma alquanto di- 
versa (*). 

DlMOSTnAZIONE 


E stalo gii osservato nella introduzione che il valore di l’_ coincide 
col coefficiente di x" nello sviluppo in potenze ascendente di x della 
funzione : 

1 

(i— .(i— ad) ’ 


( 3 ) 


ma ora supporremo che rappresenti, in generale, il coefficiente di x 

vfar) 

nello sviluppo di qualunque frazione razionale dove con ?(jr) e >(a?) 
intendiamo funzioni intere, ritenendo il grado della prima inferiore a 
quello della seconda. Si sa che l'espressione di può riguardarsi come 
formata da tante parli diverse quante sono le radici distinte dclTcqua- 
zionc ^(.t)=0; e però chiamando p una di questo radici, t un'altra va- 
riabilc, od F{p) il coefficiente di - nello sviluppo ascendente dell’ una o 
dell'altra funzione: 






(•+‘r 


segue da teoremi da noi dimostrati in. duo memorie sul/o sviluppo in 
serie delle funùoni fratte razionali che la parte di P, dovuta alla radice 
p 6 per lo appunto uguale ad Ffp). 

.immettiamo ora che la funzione si possa risolvere in due o più 
fattori razionali primi tra loro: fattori che gcncralmenlc supporremo 
della forma X', indicando .X una funzione intera a fattori lineari disu- 
guali. Considerando la somma delle parti di P^ dovute a tutte lo radici 


i') Ma in riguartl« a qiae^U »olnsione è ncMsiario di arfertìrsi uoa ioespUcabìle ìacuiuiexa ebe ai 
riaconlra neU' articolo originale del Sjirealer riapetto alla formola (f), trovandoai al numeratore 
r* in vece di E quella avvertenxa è tanto più oece»saria in quanto ebe li formula d »usleouii 
col in tutto il cono deirarticolo» e quindi aacbe nell'esempio recito dainiluilre Autore, di modo 
ciré I risuliimenli , che ivi sì leggono, «ooo iaeaf'Ui- Un que&to esempio, il quale consUte nel tro- 
vart in quanti modi it numero n »' può comporre per messo degli elementi f, i, 3, d, 5, C, è il 
di quelli compresi nella tavola che diamo in fine della presente memoria; e quivi ai troveranno 
rettificati 1 risultamcnn. 

S 
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(IfH'cquazione X=0, questa somma è ciò che noi distinguiamo col nome 
di componente di I\ relativa al fattore X' di ■>(x); ed il suo valore coin- 
ciderò con quello dello sommatoria XF(p)i estesa alle dette radici. Egli 
è poi chiaro che la ricerca di 1*^ si riduce alla ricerca di tutte lo sue com- 
ponenti relative a’divcrsi fattori primi tra loro, nc'quali si suppone de- 
composta la funaiono -pfo;)-, la somma di tutto queste componenti darà 
per lo appunto il valore di I’,. 

•Spplicando questi principii allo sviluppo della funzione (3), per la 
quale si ha 9 (x) = l , e: 

9(*)=(t-ar*)(t-x')...(l x'). 

bisogna innanzi tutto risolvere questa funzione ne’suoi fattori primi. Sia 
m un divisore di uno o più degli elementi a,j 3,..,X, comprendendo tra 
i divisori l’unitò e ciascuno elemento; così, se r è il numero degli ele- 
inenli divisìbili per ni, tra i binomii di ;(x) ve ne saranno altreltanti di- 
visibili pel binomio 1 — x~,e quindi anche pel suo fattore irriduttibile X., 
di modo che la potenza X^ sarà un fattore di 9(x), primo con tutti gli 
altri fattori; ed intanto questa l'unzione verrà trasformata in; 

•Kx)=Il.x;., 

dove il sogno n si rapporta a tutti i divisori m dc’dati elementi »,(3,..,X, 
mentre il valore di r corrispondente ad ogni valore di m è sempre uguale 
al numero degli elementi, de'quali m è divisore. Ciò premesso, siccome 
a ciascuno de' fattori del prodotto n.X[, corrisponde una componente di 
l’„, ne risulta che il numero delle componenti è precisamente uguale 
al numero di que’fattori, o perciò uguale al numero totale de'divisori 
dc'dati elementi; ed ogni divisore darà origino ad una componente. Ora , 
posto che p sia una radico primitiva dell’equazione 1 — x*=0, sarà desse 
anche radico di .X_— 0; quindi, se si rappresenta con \V^ la componente 
di P. relativa al fattore X', di >(x), vale a dire la componente dovuta 
al divisore m; ed inoltre s’indichi con F{p) il coefficiente di y nello svi- 
luppo ascendente dcll’una o dell’altra funzione: 

H.»* ')■ ' ’r'(P + t) 

si avrà W^=XFip), estendendo il X alle radici di X_=0; o, che torna 
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allo stesso, allo radici primitive di 1 — .r"=0; e sarà poi 
qui il rapportandosi a tutti i divisori disuguali de’dali elementi. Ora 
queste conchiusioni costituiscono appunto il teorema che tratlavasi di 
dimostrare; imperciocché le duo funzioni scritte or ora in ultimo luogo 
coincidono rispettivamente con le funzioni (1) e (2). 

2. Per evitare circollocuzioni distingueremo in ciascuna componente 
l'ordine e la base; la base è quel divisore di uno o più elementi che dà 
origine alla stessa componente; e l’ordine è il numero degli elementi che 
sono divisibili per la base. Fin qui la componente di base m 6 stata rap- 
presentata con W__; ma questa notazione vuol’ essere completala con la 
introduziono dell’ordine; e però, se l’ordine sia dinotato da r, invece 
di \V__, adollorpino il simbolo V''. Se la componente è di prim’ordine, 
por semplicità sopprimeremo l'indice superiore, e scriveremo V in luo- 
go <)i V^’. 

3. Uisulla dal teorema precedente che il calcolo di P^si riduce al cal- 
colo delle sue componenti. Ora considerando in generale una componente 
qualunque definita dalla formula: V^‘ = 2F(p), osserveremo che per 
ottenere la sua espressione dovrà prima cercarsi quella di F(p), coeffi- 
ciente di ~ nello sviluppo di (1) o di (2); e quindi prendere la somma 
^F(p); ma perciò sono indispensabili ulteriori dilucidazioni. 

Intanto, lasciando ora da banda la funziono algebrica (2), la quale 
rientra tra quelle considerale nella citata memoria sullo sviluppo delle 
funzioni fratte razionali , ove trovansi esposti i metodi e lo formolo por 
calcolare il termine del suo sviluppo affetto da —, ci arresteremo a stu- 
diare la stessa ricerca io riguardo alla funziono trascendente (1), mirando 
a complclaro in ogni parte la soluzione del Sylvester. 

4. Posto: 

1 

la funzione (1) si cangia in a)(/).p"'"; quindi, se il coefficiente di-j- nello 
sviluppo di a>{t) si rappresenta con f{f), si avrà: F(p) =/■(/>). p'"; c sarà 
perciò : 

(5). v':’=vnf).p-". 

la somma dovendo estendersi alle radici primitivo di 1 — x"'=0. Ora, 
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trovata die sia rcsprcssiono di /(p), ecco il metodo a tenersi per prendere 
questa somma. Bisogna osservare clic, l’espressione di fif) è, in generale, 
una funzione fratta di p, la quale, stante l’equazione 1 — p”=0, si può 
trasformare in una funzione intera, e però della forma; 

f{f) . , . -i-Lp’ , 

dove A, B,...,L sono numeri dati, indipendenti da p; ed in tal modo 
la forniola i 5 ) diverrà; 

1 (A.«'+ Bp‘+ . . . + L?) ?- , 
ovvero, cITcltuando la moltiplicazione indicata: 

V ’ i- By ■•'*' 4 - '**') . 

Uopo ciò, dinotata con S la somma delle potenze di grado i delle radici 
primitive dell’equaziono 1 — a:"=0, è palese che il valore della somma- 
toria è ciò die diviene il polinomio sottoposto al 21 1 cangiandovi le po- 
tenze p“‘*~'’, .... nello somme corrispondenti .... : 

0 meglio in S,_, S^, (art. 1 °, § 3 °, I), o si avrà in conseguenza: 

vi" = 2 l(AS_ 4 -BS_^-h...-t-LS..,) . 

5 . Mostreremo or ora die rcsprcssiono di f{f) è in ogni caso una trazio- 
ne che ha per denominatore un prodotto di binomii, o un aggregato di 
frazioni ognuna delle quali ha per denominatore un sol binomio; e già 
si è veduto con quanta faciltà si ottengono lo funzioni intere, equivalenti 

a siffatte frazioni. Cosi tutta la difficoltà si concentra nella ricerca della 

1 

stessa espressione di /"(p) , vale a dire nella ricerca del coefficiente di y 
nello sviluppo ascendente della funzione <»(»); ed è perciò che di questo 
sviluppo passeremo ad occuparci. 

6. In ciò che segue per indicare la somma o il prodotto de’valori che 

prende una funzione 9(0) per un sistema di valori dati di a rappresentati 
da scriveremo semplicemente 0 119(0) talché sarà: 

ni-(a)=y(oJXfWXv(a.)X- 

Ciò premesso, supponendo che tra gli elementi dati «, | 3 , ,.,X ve ne 
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siano r divisibili, od s non divisibili per m, dinoteremo i primi con 
0 , , a,,..,o, , e gli altri con i>, , ed allora, siccome ciascuna delle 

potenze p‘, (>*>■■•. p'è uguale ad 1 , si avrà dalla (4) 


e 

(1- e-‘‘) ... e-‘.') ... ‘ 


0 più compendiosamente: 

e"* 

od ancora' sotto altra rorma; 


(6) <„(t)=,«‘-iogn(i-e-)-iogn(i-p‘0 . 

Sviluppando i due logaritmi abbiamo (V. la nota in fine): 


log(l-0=logat_|t + ||*C_^‘f + |Jf- etc:** 
log (t 0 -*')= log(l _ p‘) _ t _ t--. etc: 


devo B, , B, , B, ,... figurano i numeri Bcrnoulliani , ed U„, U, , U,, . . . i 
numeri ultra-BernouIliani relativi alla base Posto successivamente 

nella prima a., o,,..,a^ in luogo di a, e nella seconda b,,b \ in luogo 

di b, e prendendo le somme, verrà: 


logn(l-e-) = log m» - ^ t + f- t> + Ole: 


4'4 


logn(l-A-)=.og(i-/)-Mt_?f";i’:),-_otc: 


Da queste due formole si deduce: 

^nt—logn(t— «-*')_ 1 +(i>.t+p.t*+P.«‘+P,t* +••••) 

t'n(a) ® 

logn(l — p‘e-*) 1 -(g.t + q.t'+5,t’+9/+;..) 

~fì(u7)® 

(') ImiUodo il cbiariisìDo ScblSmìlcli scrìviamo geaeralmenle k' (k con apostrofe) por iDdicaro il 
prodotto 1 .Ì.Z,,,k. 
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avendo messo per brevità: 


(7i p.=n-t-|i:« 


y) 


Quindi la (CJ si cangia in 

ma se si faccia per compendio, e per simmetria; 


(!') 


e.=P.— <1. 
c.= —9. 
e.= — 


c.=P,— ?• 
c.=Pi-9i 
c.=P.— 9. 


SI avrà più semplicemente: 
1 




■( lH(i)n(i-r‘) 

Ora alla esponenziale possiamo sostituire il prodotto: 


il (piale si sviluppa nella forma: 

A,-l- A ,t -I- . . . : 

e cosi, da ultimo, per lo sviluppo della funzione ®(/) si ottiene: 

ma resta a determinare i coefficienti. 

Osserveremo a tale eilctio che ogni coefficiente è un aggregato di ter- 

‘i '• *1 

c c c . . . 

mini della forma ,t — , vale a dire di termini ognun de’ quali è il 

£, £, S, . . . 
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prodotto di potenze di alcune delle quantità c, ,c., c,, , ciascuna di- 
visa pel prodotto do’nunicri consecutivi du I fino all’esponcnto della po- 
tenza; ma, fatta astrazione da questi divisori numerici, è chiaro che l'e- 
spressione di un coeflicicnic qualunque A, ò la funzione isobarica di peso 
i formata con gli clementi c,, c,, c,,..,c,, in guisa che il suo valore si ha 
dalla furmola ; 


(HI 


A. = v 


’c’.. 


e, s. «. ■ . 



•< 


estendendo il ^ a tutte le soluzioni intere c positive, incluso il zero, 
dell'equazione indeterminata: 

( 12 ) . • ■ - t - i *,— 1 . 

Se si ponga : 



ed il V s’intenda esteso alle medesime soluzioni, in questa espressione 
di si ha per lo appunto la funzione isobarica di peso i relativa agli 
elementi c, , c,, c, ,..,c, , e da essa si avrà subito l' espressione di .A, , ap- 
plicando i convenienti divisori numerici a' singoli fattori di tutf i suoi 
termini ; vale a dire dividendo ogni potenza c“ pel numero fi’=l 
1. Dobbiamo intanto aggiungere che i valori delle successive funzioni 
(^>1 C|i etc: etc: si possono calcolare l'uno dopo l'altro di una 
maniera semplicissima, indipendentemento da soluzioni di equazioni in- 
determinate, c ciò mediante una regola che qui ci limitiamo ad enun- 
ciare, c che facilmente si dimostra. Scrivendo, in generale, per di- 
notare ciò che diviene l'espressione di C sopprimendone tutti i termini 
in cui figura qualche elemento con indice più piccolo di h , si ha : 

« > • 

so I pari , C,=c.C,.,-l-c.C,_,-t-c,C,.,-l-. . ..-he, C, -he, ; 

• ■ 

‘t 

se i impari , C,=c,C,_,-hc,C,_,-hc,C..,-h...-hc,.,C,^,-hc, . 

* 

c queste formolo conducono alla regola seguente per costruire la fun- 
zione C, mediante alcune delle consecutive funzioni, in ordine retrogrado. 
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/ termini delta serie C,_,, C„,, arrestata aC.o C ,_, ueondochi 

i T 

i è pari 0 impari, si moltiplichino uno ad uno pe' termini corrispondenti della 

serie c, , c, , c, c. o , escludendo però da C,_, tutti i termini in cui 

figura c, ; da C,_, quelli in cui figurano c, , c, ; da quelli in cui figurano 
c, , c,, c,; e cosi di seguilo. Addizionando i prodotti, ed aggiungendo alla 
somma l'elemento 0 ^, si ofrd P espressione di C. . 

Coniinciaodo ad applicare questa regola da i=t , e tenendo presente 
clic Cg=l , si furnia con la massima faciltà la serie delle espressioni di 
C,, C,, C,, ctc: senz’altro fastidio che quello di scrivere i risultamcnti: 
c cosi si ottiene : 

C,==c. 

C,=c;+c, 

C,=c;-i-c,c,+ c, 

c,= c* 4- c;c,+ e,c, -4- cl + c, 

(14) C,= c;+ cjc.-j- clc,4- c. (c5 -t- e J -t- c, 

C,= cf -I- cf C.+ c;c,-i- cj(cj + c J 4- c, (c,c,+c.) +■ c, (c5 4- c.) +-c; -I- c. 
C,=cl 4- c;c,4- cic,4- c] (cI 4- c J 4- c; (e,c,4 c.) 4- c,(ci 4- c.c,4- c5-t-c.)4- 

4-c.(c,«,4-cd4-c,c,4-c, 

eie: eie: eie: eie: 


Ua queste espressioni si passa iinniedialamentc a quelle di 

con l'apposizione de' convenienti divisori numeri, per cui si ha in fine; 

A,=c, 

A, = ^4-c.c,4-c, 


(15j A, = |; 4- 1; C.4- c.c.-h + c, 

A. = |-l-j!':.4-^.c,4-c.(it c,)4-c.c,4-c. 

A e,c, -I . \ Cm cJ 

cic: etc: eie: eie; 
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8. Messa così in evidenza la legge ond'ò regolata la composizione delle 
espressioni delle quantità i\, resta coinplctanienlo determinato lo svi- 
luppo della funzione <>:(<) in potenze ascendenti della variabile /, già dato 
nella formola (10). ilisulta per tanto da questa forinola clic nel detto svi- 
luppo il termine affetto dalla potenza t~‘ ha per coellìcienle: 

f{-}= — ^ 

11 ( 0 ) 11(1 .^ 7 ) 

o sotto forma più esplicita : 


( 16 ) 


0.0.... o, ^ (l_p‘.)(l_ ;>.’)... (l-f»q = 


c ciò è quanto era necessario per compiere la risoluzione dej probicin.i 
che ci siamo proposti: risoluzione la quale si riassume nella seguente 
proposizione : 

RoppreseiUi P. il numero delle maniere in cui un dato numero ii , intera 
e positivo, si può comporre per mezzo di dati elementi, numeri anch'essi in- 
teri e positivi. Il valore di P, potrà riguardarsi come formalo da tante parli 
distinte guanti sono t divisori disuguali de' dati elementi, includendo tra i 
divisori l'unità e ciascuno elemento. Ciò premesso sia m uno de' detti divi- 
sori, e siano a, , a, ,... ,a. tutti gli dementi divisióni per m , c b, , b,,... , b, 
gnelli che noi sono; allora, indicata con Yf’ la parte, o componente di P, , 
dovuta al detto divisore, il suo valore sarà definito dalla formola; 


( 17 ) 

nella quale il 
E sarà poi: 


^ V a"” 

” O.o....o,-(1— f*0(l-p‘*)...(i-p‘')'^ 

ii si estende a tulle le radici primitive dell' equazione l-p'^0. 


P.=2V:' 


dove il 2 si rapporta a tutl’i divisori m, tra toro disuguali de' dati ele- 
menti.. 

Rispetto al valore di esso è dato, in generale, dalla formola (1 1), 
e più esplicitamente dalle forinole (15). E per ciò che riguarda le quan- 

4 
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— vo- 
litò c,, c,, c,,..., esislcnli in quelle rormolc, posto mente allo (9), (8) 
e CÌ), i loro valori si lianno dalle Tormolc seguenti: 


(tS) 


ctc; 


« 


iv(U.b’) . 

C.= 



etc: , 

etc: etc: 


dove i 2 esprimono le somme de’ valori che prendono le funsioni sotto- 
posto, nieltendovi successivamente, sia o=a„o, sia b=b„b,,..,b^. 
F, dove inoltro i numeri ultra-Dcrnoulliaui si rapportano allo base p“*, 
taluliò si avrebbe: 


(in) 


v(C.fc)=-| 



..-hb. 

^{v.b-)= 1 

r p*' 

p‘‘ 1 




v(U.6’) = -| 

r p*i o*‘« 


..+b; 

etc: 

ctc: 

j etc; 



?*■+?*'• I 


eie: 


9. Osservando la natura delle quantitii da cui risulta respressione di 
A^, , si fa palese che la medesima, c quindi anche quella di f(f) dcrtnita 
nella (16), è, coni' crasi già annunciato (n° 5), una funzione fratta di p, 
avente per denominatore un prodotto di binomii della forma I — .c'; 
la quale adunque ò imrncdiatumcnto trasformabile in funzione intera 
co’principii precedentemente dichiarati. Per tanto nel calcolo ciTellivo 
della componente data dalla forinola generale (17), si comincerà 
dal cercare a parte le trasformale intere equivalenti alle due funzioni 
fratte -r — , ^ ^ ed A ,, e si moltiplicheranno tra loro. 

(1 — p ‘)li -p P q 

Indi il prodotto, cui possono, se cosi piaccia, farsi subire le semplifica- 
zioni e riduzioni segnalate nel § 4" deH'art. I, si moltiplicherà per p'"; 
e finalmente ogni potenza p*’ si cangerà nella corrispondente S_, vale 
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a dire nella soiimia dello potenze di grado ideile radici primitive dell’e- 
quazione 1 — p’"=0. 

Nella rormola (17) si ha rcsprcssiono la più generale delle componenti 
W”'; ma questa espressione diviene assai più semplice no’ seguenti Ireciisi: 
primo, se la base della componente 6 uguale ad 1; tecondo, se 6 uguale a 
2; Uno, se la componente 6 di 1° ordine. Ora questi casi meritano di es- 
sere specialmente considerati, perchè nel Fatto son dessi i più comuni 
in tutte le partizioni ; ed è perciò che andremo brevemente ad esami- 
narli. 

10. Caso 1. Per le componenli che hanno la base uguale ad i. In qua- 
lunque partizione si ritrova una componente V;'’, per cui m=l; e poiché 
1 è sempre un divisore comune a tutti gli elementi, in questo caso con- 
verrà ritenere h,=.b,=..—b=(l, c l’ordine r della componente coin- 
ciderà col numero totale de' dati clementi a., a,,.., a,. Ora, siccome nella 
(17) il iì va esteso alle radici primitive deH'equazione 1— x”=l— »=0, 
per cui si ha sullanto p=l , divien paleso che nel caso presente l’espres- 
sione della coniponcnto si riduce a : 


( 20 ) 



ma oltre a ciù è chiaro che dalle (18) debbono sparire le à, c con esse 
le U, di guisa che nella serie delle c,, e,, c,,... si annullano tutte quelle 
ad indice dispari, ad eccezione della prima c, e si avrà poi: 


(21) c.. 


+ c,=|;vo‘, e.=-|iva\ 


eie: 


1 valori attuali dello c,, c,, e^, c,,... tornando ordinatamente uguali a 

quelli delle dati dalle (7). In quanto al valore di A„, lo 

si avrebbe generalmente dalla Forinola : 


( 22 ) 


*. *• 

c ’c. c *...c,' 
A =V -!—?—* - 


estendendo il 2 a tutte le soluzioni intere e positive dell'equazione: 
il di cui primo membro si arresta al termine (i — 1)« se i è dispari. 
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Ma è manifesto che la sua espressione si può ollenere, come nel caso 
generale, coslruendo la funzione isobarica di peso t: 

e poscia applicando i convenienti divisori numerici a’ singoli fattori di 
tutti i suoi termini. 

K osservabile perù clic l'attuale espressione di 0 u ciò che diviene 
i|uellu risultante dalla (13) sopprimendone tutti i termini in cui si trova 
■(ualclic indice dispari diverso da 1 i ed ù cosi che dalle formule (1 1) si 
passa subito a quelle clic convengono alla pre.senle ipotesi, cioù: 

C.=c, 

c,=c;h-c. 

c,=c;+c,c, 

C,— c} -I- c]c,-+ c! -f- c, 

(2.t) C,=c;^-c;c,-l-c,(c;^-c^) 

c,= c; + c‘c,+ c; (ej + cj + eja- c,c^+ c, 

C,= c( + c;c,-t- c;(c! + c,) + c, (cj + c.c,+ cj 

C,= c; + c;c,+ cJ (c! + cJ + el(eì+ c,c,-l- c.) -f- cJ + c;c,+ c.c.-t- cd -t- c. 


Del rimanente la serio di queste espressioni si può calcolaredircttamente 
con la stessa regola del n" 7. Ed oltre a ciò faremo osservare che, se i 
i un numero dispari, si ba semplicemente C,=c, C,_,. 

Applicando a'singoli fattori dc'tcrinini dello precedenti espressioni i 
soliti divisori numerici , si ottengono i valori di A, convenienti al calcolo 
delle componenti V,'’; c si ha per conseguenza : 


A, = c, 

A, = .y, -t-C, 


= 3-+e.*. 


(21) A,= 

. cf r! , c2 ^ 

cJ c* c* cI X ci 
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1 1 . Caso H. Per le componenti che hanno la bau uguale u 2. Una com- 
ponente V;'\ per cui m=2, si trova in tutte quelle partizioni nelle quali 
Ira i (lati clementi v'iia ile'numeri pari a,, a,,..,a^. Ora, siccome nella 
fbrmola (17) il ^ si estende alle radici primitive di 1- ,t”= 1 — a:’=0, 
e però alla sola p= — 1 , essendo b,, b b, numeri dispari, sarà 


e la rorinula diverrà: 



Inoltre, siccome Ì numeri U, si rapportano alla base (»'*= — 1 , essendo 
che b figura un numero dispari , saranno nulli quelli ad indice pari , 
salvo il caso di i=0, per cui si ha U„= — o da ciò risulta die tra 
i termini della serie c., c,, c,,..., definiti in generale dalla (18), deb- 
bono sparire tutti quelli ad indice dispari, eccetto il primo e,, la di cui 
espressione si riduco ad n-t-gfS't+iiò)- Me '"ha di più che i numeri U, 
relativi alla baso — ' 1 si possono esprimere mediante i numeri B, , cui 
sono legati dalla relazione (N’ota in fine): 


u,=(-ir 


di guisa che si avrà in generale : 

®fA-, 




(Qh)'(2h) 

Segue da queste osservazioni che nel calcolo della componente W;'* le 
espressioni a doversi adottare per la quantità A, sono le stesse di quelle 
definite nel n° precedente; vale a dire quelle che risultano dalla (22) o 
dalle (24) ; ma rispetto a'valori di c,, c,, c^, ctc: si avrà : 


( 20 ) 
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12. Caso III. Per le componenti di prim’orrfirw. Nelle componenti di que- 
sta specie la base m è divisore di un solo elemento a,. Ora essendo r=l , 
sarii A_,=A„— 1; c la forinola (17) diverrà semplicemente: 


(27; 


V.=— V 


a. -(l-f'-Kl-p**).. :(!-?'•) ■ 


Oui dunque altro non resta che cercare la funzione intera equivalente 

alla frazione ^ — , moltiplicarla per p , e poi cangiare ogni 

(1— P — P ")••• 

potenza p*‘ nella somma corrispondente S,. 

C chiaro che se i dati clementi sono tutti numeri primi , o anche primi 
tra loro , salvo la componente che ha per base l'unità, tutte le altre sono 
di prim’ ordine. Del resto in qualunque partizione esistono gcneralmentu 
più componenti di questa specie; e tale per lo meno è quella che ha per 
base il più grande degli elementi, il quale è divisore solo di se stesso. 

13. A questo punto il problema che ci siamo proposti è completamente 
risoluto, ed è tolta alla quistione tutta la sua ditficoltà. Aggiungiamo 
una tavola con diversi csempii di partizione, dove abbiamo iscritti i soli 
risultamcnti ; nè la loro deduzione ha bisogno di spiega ulteriore, poi- 
ché derivano immediatamente, e con procedimento uniforme, sia dalle 
formolo stabilite dal n" 8 c seguenti, sia da' principi! esposti nell'art. I. 
Tuttavolla ci è sembrato utile di sviluppare la intera soluzione per qual- 
cuno de’suddetti esempli in cui si verillcano tulli i casi che il problema 
può presentare; e ciò tanto per mostrare col fatto la semplicità de’ pro- 
cedimenti, quanto por dare un modello della condotta del calcolo in tali 
ricerche. 

Prenderemo adunque a considerare l'esempio 5”, nel quale si cerca 
il valore di P_(l, 2, 3,6,8,10); che è quanto dire: trovare in quanti modi 
il numero n si può comporre per mezzo de’ sei elementi 1,2,3, 6,8,10. I di- 
visori disuguali di questi clementi essendo in numero di otto, cioè 1 , 
2, 3, 4, 5, 0, 8, 10, anche otto saranno le componenti di I\; ma sic- 
come la base 1 divide tutti i sei elementi ; 2 ne divide quattro; 3 ne di- 
vide due; 4 anche due; c ciascuna delle rimanenti basi 4,5,6, 8 , 10 
divide un solo elemento, cosi le otto componenti saranno rappresentate 
da V,*’, Y:\ V„ V., V., Y„; e si avrà: 


P, (1 , 2,3, 6, 8, IO) = v'. -f- V, V V.+ V,+ V.+ V.4- V 
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Calcato di V.“'. Poiché la baso é 1 , si è nel caso del n° 10, da cui: 


v;’=. 


A. 


1.2.3.6.3.10 




la 


4.6 


4.24.30 


Essendo atlualmcnle a=l , S, 3, C, 8, 10, sarà 2a=30, 2a’=214, 
ì:«*= 15400; quindi c.=n-l-15, c,=— ^ , c^=|^; e perciò: 


n-Hl6 |'(rt4-15)‘ 107 (n+15)' , 64991 

• “1.2.3. 0.S.loL 12Ò iT 6 12* I ■ 

Calcolo di V,*’. La base essendo 2, bisogna far capo dai n° 1 1 , dal quale: 


-( ^)'2*.2.6r8.1Ó ’ ' 

. c.=— ^(ì:«‘ + 3V6*). 

Ura abbiamo a=2, 6, 8, 10; £=1, 3; quindi Sa— 26, Sa*=201, 
lb=i, Si*=10; in seguito e,=n+15, c,= — e perciò: 

^») n4-15 r (n + 15)* 39-| 

• “2*7375 L 6 TJ ■ 


Calcolo di Vi '. Per questa componente bisogrus tener presenti le rela- 
zioni p‘=l; (1 — p)(l — p*)=3; l-|-p-(-p*=0; od intanto si ha dal n° 8: 


\ ' = V 


A.P- 1_^. 

3.6*"(l-p)(l-f*)(l-p*Kl-p-)“3*.3.6^ ' 


A,=c, = n + -Va+V((,UJ. 


Posto ciò, siccome a=3, C, sarà 2a=y. Inoltre, essendo 0=1,2,8,10, 




L‘e$])re>iÌMne 10^-4- 11^* sì rìdace a 31^ mediante larelattuoc >-r*=0. Ora questa 
ridutiooe (e facciamo osservarlo in tesi generale) non é punto necessaria; ma è direlU uuicameaie 
ad avere rùaltameoU pid semplici. Nel caso presente , impiegando la prima . si troverebbe : 


(0 


v*J * I'/ 



valore solo n'.-lla forma diveno da quello dato nel tosto. In fatti esprimendo in generalo la som* 
ma delie potente di grado i delle radici primitive deirequatione 1 — p*=0, esprimeri la stessa somma 
anche a riguardo delle radici di 1 ^^* = 0; quindi per teorie conosciute snssìsterà la relatiune 

.»=0; ed allora, eUminando S„ « tra questa e requatione (1). si tàlóroa aH'esph.'»- 
sione di V^*’ data più sopra. 
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3" Id quanto a V., essendo p'=l ed (l_p){l— p*). ..(1— p')=6, si 
ha dapprima: 


V.= 


Iv C =±vlz£.‘ 

6- (l-p)(l-p*)(l-f‘)(W)(l-P”) 6.6-^ l-f* P 


Ora si può trasformare la frazione, applicando la seconda formola del 
n° V del § 1", art. I; cosi, stante le relazioni p*=— 1 ed 1— p-»-p'=:0, 
si trova che la detta frazione equivale ad ^(p+p*); e ne risulta; 


— (? + )’ )f 2> g, • 

4” In quanto a V,, per cui p‘=l , (1 — p)(l— p’). . .(1— p’)=8, si ha: 


V =lv 

■ — fi" 


8 - (l-p)(l-f*) “ 8.8 


=«^2(i--p’)0-p')(i-p’)p-'; 


ma l'espressione {l+p*)(l— p‘)(t— p*), sussistendo ancora la relazione 
p*=— f , si riduce a 2p*; dunque: 


V.= 




5" Da ultimo per V„, essendo p**=l ed (1— p)(l— p*)...(l— p’)=10, 
si ottiene: 


=j-v 

' 10 -(i-fXi-p>)(i_f*)(i-p’Ki-/>’) 


10.10 


2(i-p‘Xl-p'Kt-p’Xi-p’)p- 


ma il prodotto de’ quattro binomi!, visto che p’= — 1, torna equivalente 
a 2(p’-Hp*); dunque in fine: 


V„ = 


5.10 


2(p‘+p')p""= 




{*} È quasi superfluo di avrerlire che, nel sUiema delle espre&siooi delle conpooeati relative ad 
uaa stessa partitiooe, la somma dello polenie slmili di radici primillve, rappreseoUU generalmente 
da S,, cambia sempre di valore dall’una aU'altra esprMsione; ma cid ebe importa dì tener presente 
ai è che nella espressione di una componente qualunque rappresentata dal sìmbolo jlgradodel* 
Tequazione binomia, cui si rapportano le delle somme, è sempre eguale all* ordine m della com- 
ponente, vale a dire al sumero m ebe figura come indice inferiore del simbolo. 

3 
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Per considerare un caso particolare di questo esempio supporremo 
n=30; sarà: 

'i)_ «93899 
■ ~ 2‘“.3* ■ 

f.i__3933 

• • 



V. -2^(s..+ s..)=2-^,(s.+ s.) = ^.(i-i)=o. 

V. =ls.,=o. 

~ aT5*(^”‘^ ~ 27^ “ 2T5*^~^ ' 

K quindi, addizionando questi valori, risulta: 

P,(l,2,3,6,8,10)=492 . 

14. Tra i casi particolari che può presentare il problema, di cui ci 
siamo occupati, merita di esser notato quello in cui gli elementi dati 
formano una serie dì ; numeri consecutivi 1 , 2, 3,...,;. In questa ipo> 
tesi i loro divisori disuguali non sono altra cosa che gli stessi q numeri, 
e ne risulta una serie di q componenti aventi rispettivamente per basi ì 
numeri medesimi. Ora è chiaro che le prime | componenti, se f è pari, 
o le prime se 7 è impari , sono di ordine superiore al primo; ma 
tutte le altre sono di prim’ ordine. Faremo intanto osservare che di que- 
ste componenti di prim* ordino si possono dare le espressioni generali 
immediato in funzione di 7 ; e, non sembrandoci superfluo di farne co- 
noscere alcune, andremo a sviluppare quelle delle due prime c delle due 
ultime. 
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Per ciò che riguarda le prime due convien distinguere due ipotesi, 
secondochè q è impari o pari; od allora si perviene alle seguenti con- 
chiusioni: 

Priica ipotesi — q numero impari. Posto: 


q = 2(.— 1 


saranno c le due prime componenti di prim’ordine; ed i loro va- 
lori risalteranno definiti dalle rormole; 

(28) =As, 

Si dimostra la prima osservando che in virtù della (27) si ha: 

V —— V . ? . 

Ora, essendo 1 — p'‘=0, si possono diminuire di it gli esponenti di p in 
tutt’i binomii che formano la seconda parte del denominatore, la quale 
in tal guisa diviene uguale alla prima parte; ma questa prima parte equi- 
vale a pi; dunque risulta: 



Rispetto alla formula (29) si ha dapprima dalla (27) 

V =— V t . 

P-M-(1_P)(1-P*)...(1-P<‘)X(1-P'“*)(1-^’)...(1-P*'‘-) 

Siccome 1 — p'‘~'=0, la prima parte del denominatore sarà uguale a 
pt-P-1; c la seconda, diminuendo di pi-t-1 gli esponenti di p, diverrà 
(1— p)(l— p*)..{l— p'*"*); ma si renderà uguale alla prima moltiplicando 
i due termini della frazione per (1— p'^')(l— p^); e perciò; 

v^., = ^ 2 (l-P^'-P^-^P— ) P- . 

Le tre potenze p^‘, f/‘, p"^' si possono ridurre a p'*, p”', p"*; ed io se- 



— se- 
guilo, moltiplicando per p"* , c poi prendendo la «oroma, si avrà la for- 
niola (29). 

Secc.ììa ipotesi — q ntwiero pari. Posto ; 

q=:2fA — 2 , 

le due prime componenti di prim' ordine saranno ancora e ed 
i loro valori si avranno dalle formole: 

,30) V, =±[S-S..] 

V. = [s -s^.-s...+s...+ s.,.-s...] 

le quali si dimostrano come le precedenti. 

In quanto alle due ultime componenti , le quali sono rappresentate da 
V,., e V,, i loro valori si lianno dalle formole: 

[s^.+2S^.+3S^.+ . ..-H,-2)S^.] 

(33) V, =-^S,. 

La dimostrazione dell’ultima segue immediatamente dalla formola (27). 
Rispetto alla (32) si ha dapprima : 

ma (art. I, § 1, V): 

^ ^ (p H- 2p’-(- 3p’-é- . . . + (9 — , 

dunque : 

2 (p+2p'+3p'+.. . 4-(9-2 )p*-*) f- : 

e prendendo la somma si perviene alla formula (32). 

Se 9 è un numero impari , l’ espressione di V,_, data da questa formula 
(32) si può rendere alquanto più semplice. In fatti in questa ipotesi es- 
sendo impari il numero de' termini del polinomio chiuso tra parentesi, 
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Oli uguale a q—%, vi sarà il termine medio >lu®'o post» 

per compendio si mula in «S^,; ed il polinomio si potrà scri- 

vere come segue, distribuito in tre parli: 

S^t+ ~ ®.-i - 1] 

Ora, siccome l_p*"'=0, e y_l=2£, gl’indici delle S nella seconda 
e terza parte si potranno accrescere di s, ma queste parti muteranno di 
segno (art. I, § 3, I). Cosi la seconda parlo diviene — tS,, e la terza si 
potrà mettere nella forma: 




ma l’ultimo di questi due polinomi! si elide con la prima parte; dunque 
restituendo ad c il suo valore, risulta: 


(34) 


■ 2(7-1)* [' 




Questa formola pertanto ha luogo solamente se 7 è numero impari; ed 
allora è da preferirsi alla (32), la quale è vera qualunque sia q. 

15. Formolo analoghe si possono trovare so i dati clementi formano 
una serie di numeri consecutivi che comincia da 2. In questa ipotesi, 
supponendo dati Ì 7 — 1 elementi 2 , 3, 4,.., 7 , è chiaro che ne risulta sem- 
pre un sistema di 7 componenti aventi per basi i numeri 1,2, 3,..., 7 ; 
e qui pure, come nel caso precedente, saranno di ordine superiore le 
primo componenti, se 7 è pari , o le prime se 7 è impari; c tutte 
le rimanenti saranno del prim’ ordine. Ora, distinguendo i due casi di 7 
impari, e di 7 pari, si trovano agevolmente le formole seguenti; 
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Pr;ma ipotesi — q impari. Posto: 

le due prime componenti di prim' ordine saranno rappresentate da e 
V^ ,, c si avrà : 

(35) v^=^[S.-S^,] 

Seconda ipotesi — q pari. Posto: 


g=2ii — 2, 

si ottiene 

(37) V^ = _^[s_-2S,-hS,..] 

Per ciò che riguarda le due ultimo componenti V,_, c V, si ha, qua- 
lunque sia <1 : 


(39) 

(40; 


V,=^(S.-S^.) . 


IG. Ecco ora la tavola in cui sono raccolti i risuitarocnti per diverse 
partizioni: 

r ; P.(1.2)=v';Vv. 


2-; P.(l,2,3)=v‘”-+-V.-t-V, 

r(rt+3r _ ^1 

•“ 1.2.3 L 2 12J ' •“ 8 
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3“ ; P,{1,2.3,4)=v'‘Vv^!-I-V.-(-V. 


r (»+5)* 5-i 

” ~1.2.3T4L 1.2.3 4J 




{-if 

’2;2.4 


(n+5) 


V. = ^(S.+ S„.) 


* 16 '• 


4* ; P. (1 , 2 , 3 , 4 , 5) = v‘'4-V^* + V.+ V,-+- V, ' 

lr ("+”)* 55 (»H--Ì)‘ 170831 y 

> 5 ’ L 4 ’ 24 2 57(!0 J ’ • 27 


“2;2.4\ 2 / 




V S=-— s 

• 25 - 


(•) 

5“ : P,(1.2.3.4.5,6)=V*+V^'Vv‘,‘Vv,+V,-hV. 


<’= 

n+^l 

-(«+!)• 

9l(«-^^)’ 

91911 

4 

V — JL ( S S 


6- 1 

L 5’ 

94 3’ 

1152 J ■ 


v“- 

(-!)■ 


1611 




'2:2.4.6 

L 2 


'^•~125 V®- 


v:= 

= À[( 



II 

>* 



(') Questo esempio, come ^li si disse oelU oou a pag. 17, è quello al quale il SylTesler lu appi»- 
cito il suo teoroffla, sviluppaiulo in parte il calcolo per trovare io «spressiooì delle sci componeoti. 
Ora secoDdo la oostra soluziooe non tì c elio la componente la quale possa rìcliicdere un qual- 
che lavoro di pochissimo conto; mentre le espressioni delle altre cinque derivano immeiliaiamentp 
da forinole fcnerali, che non esìgono sviloppi di aorta. 

Intanto per la rafione addotta in quella nota le espressioni superiori delle set componenti non 
sono tutte di accordo con quelle date dal Sylvester; cd il divario si riscontra spocialmcnle per le tre 
compoocnii , V^, Siccome la divcrgcnia nasce da cid che nella forinola impiegata dal Syl- 
Tester sì è tenuto il p** invece del si comprende che questa diversiti non potava ioflnire stalle 
espressioni delle componenti che hanno per base o t o Si dippoiciii per le prime essendo f—i » sì 
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6' ; P.(1,2.3,4,5,C,7)=V^Vv‘.‘Vv'*’+V,4-V,-*-V.-(-V, 

(.) 1 r(n-i-14)' 35 (rt+14)‘ 13419 (n+14)’ 1764635-1 

'■“7’L 6’ 2 4’ 720 2 24.36.42J 

,.(») ( — *)' r (nl-14)‘ 77 1 V— — q 

• “^2.4.61 2 6j ’ ‘ fri ' 

v.= 4(s.+s„.+.s.,) 


''•=49"> 


T i P.(1,2.3,4,5,6,7.8 )=v‘‘Vv‘*’-)-v'’+v‘”+V,-)-V,-<-V,-4-V. 

n-l-18r(n-f-18)' 17 (m-18)‘ 8789(rH-18)* 17.103. 269-1 

~ 8’ L 7’ 2 5’ 240 3’ 60.72 J 


(-l) ’(n-l-18) r (n+lSr _ M 1 
~ 2J2.4.6.8 Lo 2 J • 


(i' 1 P/ 107x_ 5„ T 

V:=i[(n+12)S,+2S...] , v,=^ 


v.=ii(s-s...) 

1 (•> 

(S.^.+2S^+3S.^-+-4S^.+5S,..) 



tu ; e per le seconde, c&sendo , sì l>i — 1)*; e de cM poi sefne che i 

velori di o sono quali esser debbono ancbe nelle soluxione del Sylvester. Io quanto al va> 
lore di nella nostra soluxione si avrebbe, V,=^£p'^, ed in quella del Sjrlvesler ; 

ma è cbiaro cbe dairuna e dalTallra risulta sempre . 

(*) La componente V« è in questo esempio la seconda di quelle del prim'ordine; c perciò, essendo 
q=B numero pari, la sua etpressiono risulta dalla formola (31), da cut si avrebbe: 

( ®*- ®-.- s.- .+ *-*■*■ ®-) • 

Ma poiché le somme S^si rapportano alle radici primitivcdoirequuionei— p*=0,sariS„.4=— S„.t , 
Sa.i=— 5,.a, S«^t=S,; e quindi questa espressione sì riduce a quella del testo- 
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8* ; P,ra.3)=V*’-f-V.+V, 


'■ =23("^2> 


V-tllL* V-1(S_S 'l 


!•* : P.(2,3,4)= v'’Vv,’Vv,-*-V, 

1 ri, O,.’ 29-1 1 

■ “Q.3.4[2^“''‘2^ 2^lJ ’ * 9^" 


IO’ : P,(2.3.4,5)=v/'-i-v'’-(-V.-(-V.+V, 


v'‘_ rdi±Z!!!_ 

'‘~ 2 ; 3 . 4 . 5 L 3 - 2 iJ 

(- 1 )' 








v.=^(s,-s..,) 


iV : P.(2,3,4.5,6)=v‘,’VV,‘Vv'*’4-V,+V.-+-V. 


r(n-10)‘ 

15 (n-l-10)* 1877 1 

V — — s 
’ * 32 

sL 4’ 

4 2 240 J 

rin-i-10)’ 


11 

ìL 2 

12 J 

2:J 


*11 

1 


(*) DaiU formoU i37 > »■ avrebbe; 

I 
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12‘ : P,Ì2.3^^0,7)=V,‘Vv‘'Vv'''+V,-4-V.H-V.-4-V, 

n-t-? 139 (^fr 2 dl»lJ 

*• ~2.3.A.5.6.7 | 5^ Ù 3' 1152 J 

~2-2.4.6 l 2 24 J ’ ‘~04V®" 


V r=— S 
• 36 - 


'-=^(v-s.-.) 


13” ; PJ2,a.A,5JL 7,8)=vl’Vv‘‘+V^*H-V/'+V.-HV.+V.-(-V. 

')_ 1 r("-*-|)* 203 (” + “)* 24843(«+“)' 124907633 1 

■ ~2.3.4.5r6.7.8| 6’ 24 4’ 840 2 57<j.l680 J 

;•) (— *r("“^T)r("+T)’ 1231 

• ~ 2;2.4.6.8 L 3’ 8 J 

(•) 1 f/ i09. , 31.. T 

'■ = 3 fóL ("'^'6 




vf= J5[(n+m=C» -4-^)8..,] 


''•=49"- 




n IVr T, U fi'rinola dà: 

'‘' = 'ìù (=*—-^*.+ ••*-.+ 2.^- *S,.,-S..,) ; 

fw»,pss«Bdo S__,. S^.=— S.. S.,«=S. .. S-<=S,. rimila re%pm>ionc aerina nel 

te^in 
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14* ; P.(l,3,G,8)==v‘'Vv'.*’-f-V';--f-V,+.V.-t-V, 


•i r(nJ-O)’ 

55 1 


'“1.3.G.8L '3’ 

“I2J 



■ V.= 4(S^.-4-S_) 

''-3-g[(’-?)«* 


1 • = 


15* ; P,(1.3.4.tì3} = V;'+V/Vv'*Vv'’'-f-V.-4-V. 

.(»)_ 1 r(n+H)‘ 21 (.14-11)’ 757-1 1 

1.3.4.(iT8l 4' 4 2' ’ « —g 


V»! V _ ■* « 

•“2M.6.8L 2 12J ■ 



, 


n-i- 





16* i P„{l,2,3.5,7)=v‘."-HV.4-V.4-V,-t-V, 

1 r («4-9)‘ 11 (n4-9 )’ 5621-1 „ (_1)- 

• I.2.3.5.7L 4* 3 2'^ 72oJ ’ 32“ 
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[(.i-f-IS)* 107 fn 4 - 15 )* OtOO-i v= — 

' ' “I.QIS.G.S.IoL 5’ 12 6 12* J ’ ‘ 2’ 




,H I- 15 r (n-t-15)’ 

' 2 : 3.5 L ' 8 





V, = 2 ^ 5 r(‘-“-.-S.-.*S«-.- 2 S-.) 

V. = 2^3.(S,.-.-S,..) 


18' ; l'.(l,i.5.7,8,10,15) = V,Vv,”-f-V.-t-V^‘H-V, i- V,- hV.^V„ -V„ 

i r(xH-25)’ 5(»^-25)‘ 33880 (it+25)’ 25833253 i 

' ■ ~ l74.5;^10?15L'"»i’ 3 i' ■^ 80" 2 3Ó24 J 


(-J)’ r("±2.ÌL“_4r.l .V =- — S .. V* = ir(«+25)S^S .1 

“ ~ 214.8.10 L 2 » 45 ‘ 2'L' ' ' -’J 

j^(5ii'’+2.58n'i-****^'^ jS,+16(ii-t-25)S.,_,-*-(1.4ii4-271)S,^+(2n-35)S,_,J 
V. =^(S...+ S„.+ S-,-hS^.+S,_.) . V.= ±(S,4-2S,..+S.„) 


V, -.^^(-10S,-10S_.->-10S^.-4S._.+5S_,— 5S..,— 5S._-I-10S._,) . 


O 11 calcolo ileUa cojnpooento V« otifo lo irasforraalo ìnlere dolio dao oapresstoni : 




V 

--v-iel- 


• -f* 

i— p* 


49p* 

64P> 

IB,o> ■ 

(t-pV 




dono p è radice primiliva di i->-p’=0; e quetU ricorca è gii compiuta nciruilimu oxinpiu del 
iV.arl 1 . 
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NOTA 


Sugli STiluppi delle foneioni 
logll-e-") c log(l-p‘e-“) 
e sul calcolo de* numeri Bernoulliani ed ultra-Bernoulliani 


Questi sviluppi dipendono da 
dove ìà dinota una costante. 

Lo sviluppo della prima è ben conosciuto; e si ha: 


1 i 

quelli delle due funzioni -r-; ed —ri » 

c -1 fie — i 


1 ^ 

e‘~i X s"*" 2* ^ 


— eie: eie: 


U.. B,, D,, etc: indicando, come all’ordinario, i numeri di Bcrnoulli. 
Bnslo ciò. essendo: 


d.log(l — c”*)= 


1 — fl' 


- (ÌJC = • 


rdX , 


sostituendo al lattore frazionario il suo sviluppo, c poscia integrando, 
verrà : 


tog(l — e *) = C-r* 


X 

S*-2- 


2.2’ 


*:4 


B. 

6’6 


I* — eie: 


l'er determinare la costante C scriveremo questa formola nel modo se- 
guente: 



B. . B. , 

~ — -X — - “X 

2; 2 4’4 


6: 6 


■ eie: ; 


4-e*' t) 

ed ora posto j=0, ed osservando che in questa ipotesi si ha ~Ò^^' 
risullcPi'i C=0; c conseguenlernenlo: 


log(l — e ') = logx- 


B. . B. , n, . 

- — TTT® -+-7r:7r® — «l'- 


4’4 


0’« 


Cangiando in questa formola la x io al, si ha lo sviluppo di log(l — c '), 
eom'è dato a pag. 2i. 
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Men comune , ma non ignoto è lo sviluppo della runziono -- — ^ 

(V. Lacroix, Traitè ile calciti eie: v. 3’, n" 977, cd una nostra memoria 
1 i 

migli sciliippi delle fitmioni ^ e >»’ numeri ultra- Her~ 
iiniilliani). Supponendo: 


ai trova: 

U 


<o, u. = j_ . = 




u.= 


ma in generale un cocflìcicnlc qualunque U, dclìnito da una espressione 
della forma: 

= ' ( ' jll ),)• ' ■ ■ I*' * - ■ « • 


nella quale, scrivendo, cora'è costume, (t), per dinotare l’espressione 

numerica -i si lia: 

1.2.3...r 


A..,=r 

A,..=2’-(n+l).r 

A.„=3'-(n+i).2’+(»-|-l),l'’ 

A,..=4’-(n+.l).3'-i-(ii4-l).2'-(n+l).l’ 


A..,=tr— (n+1),(ii-l)''-i-(n+l),(n-2)'‘— f. 

I coefficienti dello sviluppo della funzione j—^^,omcgliolcquanlilà 
U„, U,, U,, eie: sono evidentemente i valori che prendono per a&O la 
funzione istessa e le sue successive derivate, talché si ha in generale: 



Ora questi coefficienti, funzioni della costante /*, cui può attribuirsi 
qualunque valore diverso da 1, sono quelli che nella citata memoria ab- 
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binino diiamali nummi ullra-IternouUiani relativi alla inse u , ilialiii- 
gucmloli per ordini; l'ordine del numero U, essendo uguale airordine 
della derivata da cui trac origine, 
l’osto per compendio: 

5e(u)= A, A. «’-f-. . .-I- , 

l'espressione di diviene: 


ed è chiaro che la costruzione del valore di riduecsi a r|uella della l'un- 
zione intera 9 .(m)i e quindi a quella de'suoi cocflicienti A,., , A,,,... 
i di cui valori sono già deliniti dallo formolo (3). Aggiungiamo intanto 
che la serie di questi coeflìcicnti presenta alcune osservabili proprietà, 
lo quali valgono ad abbreviarne il calcolo; iiia qui ci basta di rammen- 
tare che ciascuno de' termini estremi A, , ed A^ _ ù uguale uiriini/d, e 
clic duo termini qualunijuc ci|uidistanti dagli estremi sono uguali tra loro; 
ond'è che si ha A_ ,=A.__^, A_ j=A_^,. Seguo da ciò che per costrui- 
re la funzione basta costruire i soli suoi primi ^ cocllieicnti , o i 
primi secondoehè n è pari o impari. 

Ma oltre a ciò crediamo utile di esporre un metodo estremamente sem- 
plice mediante il quale i valori dello successive funzioni 9a(iz, , 

¥,(si), ole: si possono ottenere l'uno dopo l'altro di una maniera rapidis- 
sima, indipendente dalle forinole (3). Considerando le due funzioni con- 
secutive: 

l“) = A,_, . , . , 0 .'+ ... -I- A„, 

y- W = A, . , ji -t- A„ , (l'-t- . . . -1- A, „ i*' . 

è stato dimostrato nella citata memoria clic i loro cucllicienli sono le- 
gati dalle relazioni ; 

A... = l-A..,., 

A... = 2A.„,., -i-(u-1)A,.,.. 

A„. = +(„-2)A...„ 


A,._, = (i.-2)A..,.^,-<- 

A..„. = (n-4)A„.„.,-+- 2A„..._, 

A.„ = 


Digitized by Coogle 


— 48 — 

le f|uali 6Ì riassumono nella relazione generale: 

A, . ,= i’A,_ , ,,-f- (n — r + 1) A,_, , . 

ila|([ioicliò se no deducono tulle dando ad r ivalorisuccessivi 1 ,2, 3,...,n, 
e tenendo presente elio net secondo membro i nullo l’ultimo lurmino 
per r=l , ed è nullo il primo per r=n. Adunque, supponendo cono- 
sciuti i valori numerici de’coefllcicnli della funziono col mezzo 

delle formote precedenti si possono subito calcolare quelli delta funzione 
f ma lo stesso intento si raggiunge assai più scmpliccmcnto con la 
regola seguente , la quale riduce tutto il calcolo al quadro sottoposto. 
« 1 termini della serie A^ , , A^ , A^,^, si moltiplicliino uno ad uno per 
« i numeri naturali 1, 2, 3,..,» — 1 1 ed i prodotti si dispongano in una 
« prima linea orizzontale; indi in una seconda linea, al dì eolio dc’tcrmini 

0 della prima, a cominciar però dai secondo termine, si ripetano in ordi- 

1 ne inverso i termini della prima; e poi si formi una terza linea con le 
« somme de’ termini clic nelle prime due lineo si corrispondono verlical- 
n mente. I termini di questa terza linea saranno i valori di A^,,A^ ,,...,A^_». 
Ecco intanto il quadro in cui si riassumo tutto il procedimento: 


1 A^.„ 2A,_„. , 

(n—4)A^_,_.,_, , (n— 2)A.,^,_.,_, , • , JA.,_,_, 

A..., A„,j , A^ , A, 


,{n-l)A._,,._, 

. 2A._,,. .i.A„,, 


A...., , A.,, . 


Cominciando ad applicare questa regola dalla funzione 9 ,(/<)=fi, si otten- 
gono dì una maniera rapidissima le funzioni consecutive ^,f.u), 9 ,[fz),etc: ; 
e quindi avendosi direttamente 9 „(n)=l, per la serie completa di queste 
funzioni si trova : 

?,(:*)=.“ 

r*t“) = f* + ^ 

, = P + 2fi»’^ 2G»’ 

57a’^ a02u’-i-302»*-r-57;/’-(-»" 

^.(u)=ji-H247;.V4293,vi’-i-15m9/*-l.’>619,:.’-i-4293./H-247|.’-l-u‘ 
eie: ■ etc; eie: eie: eie: eie: 
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Merita altenjionc il caso in cui i numeri ullra-Ucrnoiilliaiii si rappor- 
tano alla base /x— — 1 , essendo nulli quelli di ordine pari, eccetto l’or- 

ì 

dine iero, per cui si lia U,=5- Ma v’ha di più che in questa ipotesi i 
detti numeri sono legati ai numeri llernoulliani mediante la relazione: 


dalla quale si trac reciprocamente: 




nel caso attuale si ha dunque risulta: 




Ora questa l'ormola può farsi opportunamente servire al calcolo de' nu- 
meri Dernoulliani , vista la faciltà grandissima con cui si calcolano i va- 
lori di — l). Cosi si avrebbe por esempio: 




‘21.2’’''* ®’~255.2’^’* l).elc: 


ma?.(-l)=-l, 9,(-1)=2‘. 17. eie: 

dunque: 





eie: ole; 


Ottenuto lo sviluppo della funzione j p, si può subito dedurne 

quello di log(l — Xe"'), dove X è una costante qualunque. In efl'etti si ha 
differenziando; 
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1 

avendo fatto per brevità Sostituendo al fattore 'I suo 

luppo dato dalla formola (1), e poscia integrando verrà: 

log(l -Xe-) = 

ina per .t=0 si ha C=log(l — X); dunque; 

log (1 — )e-) = log(l — J) — ^ x’ — ^ — etc ; 


dove i numeri ultra -Bernoulliani U,, U,, U,,... si rapportano alla base 
u=X"‘. Cambiando ora in questa formola la x in il, e ponendovi inoltre 
X=p"‘, si avrà come a pag. 21 : 


logli 


Ve-) = log(l-p‘)-l^ f t' - etc: 


e qui i numeri 
ha dalle (2): 


U„, U,, U,,... si rapportano alla base n=t^, talché si 


U.=- 

U.= 

U.=- 



f* 


( 1 ^ 


, ‘+ 4 , 

(1-pV 


«le: etc: etc: 


607 ISO 
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